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11. tétel

Középpontos és párhuzamos vetítés. Koordinátarendszerek a 3 dimenziós grafikában. Nézettranszformáció, vetítési transzformáció. Síkvetületek osztályozása.
Koordinátarendszerek

Manapság a megjelenítők két dimenziósak, ezért ha 3 dimenziós objektumokat, felületeket, stb. akarunk láthatóvá tenni a monitoron, elkerülhetetlen, hogy bizonyos transzformációkat végezzünk. Ezek a transzformációk a következő hierarchiában szereplő koordinátarendszerek közötti átmenetet biztosítják.
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Modell koordinátarendszer (MKR): 

Ha egy képet sok hasonló, vagy ismétlődő alakzatból teszünk össze, érdemes definiálni egy, az alakzathoz tartozó MKR-t. Ennek a koordinátarendszernek az origója az alakzat középpontja. Így lehetséges, hogy például egy ellipszoid a saját koordinátarendszerében gömb.
Világ koordinátarendszer (VKR):

Ahhoz, hogy megtudjuk, hogy az alakzat a világban hogy néz ki, transzformálnunk kell a VKR-be. Az adatokat a grafikus szerelőszalagon általában ebben a VKR-ben adjuk meg. A VKR origóját nem adjuk meg, mert az origótól függetlenül az alakzat úgyis olyan, amilyen valójában.
Szem koordinátarendszer (SZKR):

Megadunk egy vetítési középpontot (nézőpontot): C. 
Megadjuk a vetületi sík normálvektorát: n, és egy 
felfelé irányt meghatározó vektort:  up
A koordinátarendszer origója legyen a már felvett C, tengelyirányú vektorai pedig: 
u = up x n ,  v = n x u , 
w = n jobbsodrású ortogonális rendszer:
[image: image2.png]



A VKR-beli koordinátákat le kell képeznünk SZKR-beliekre:
 
[image: image3.png]



Kiszámítjuk az u', v', w' egységvektorokat:
u' =  u / (u(, v' =  v / (v(,  w' =  w / (w(.
P' = P [image: image4.png]


 , azaz a P VKR-beli pont képét úgy kapjuk meg SZKR-ben, hogy megszorozzuk az [image: image5.png]


 mátrix-szal, ahol:
[image: image6.png]
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[image: image7.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

1

0

0

0

0

3

'

3

'

3

'

0

2

'

2

'

2

'

0

1

'

1

'

1

'

w

v

u

w

v

u

w

v

u

 
[image: image8.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

1

0

1

0

0

0

0

1

0

0

0

0

1

cz

cy

cx

,
amiben [image: image9.png]


 bal felső 3x3-asa a bázisvektorok képe (u', v', w' felírva x, y, z segítségével), második fele pedig a "szem" koordinátáival való eltolás mátrixa, amiben 

c=(cx, cy, cz)
eltolásvektor - C koordinátái.
Normalizált projektív koordinátarendszer (NPKR):

Az NPKR olyan koordinátarendszer, aminek tengelyirányai megegyeznek SZKR-éivel, középpontja eltolódik a vetítési síkra, azaz C a w ideális pontjába kerül.

Ez az SZKR ( NPKR transzformáció valójában az egyetlen projektív transzformáció, tehát olyan, hogy bizonyos pontokat a végtelenbe visz.
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Az SZKR ( NPKR transzformáció tulajdonságai: 
· pontot pontba, 
· egyenest egyenesbe visz, 
· metszés-, de nem szög- és távolságtartó.
A láthatóság és a vágás is NPKR-ben történik.
Kép koordinátarendszer (KKR):

Origója a képernyő bal felső sarka, és tengelyei vízszintes illetve függőleges irányúak. 
A homogén koordinátáival adott objektumokat (pontokat) a felbontásnak és a megjelenítőnek megfelelően képezzük le (skálázás, vágás, stb.) a képernyőre (általában a 3. koordináta elhagyásával).
Középpontos vetítés 

A középpontos vetítésnél a tárgy pontjait vetítő egyenesek egy ponton, a vetítési középponton mennek át. A számítási eljárásokat itt is először néhány különleges, egyszerű elrendezésben vizsgáljuk.

Középpontos vetítés a Z tengely egy pontjából az XY síkra

Térbeli tárgyak (pontjai) adottak a VKR-ben; az XY síkra „ültetve”, a Z tengely körül. 
Legyen a vetületi sík az XY sík (z=0), a vetítési középpont a Z tengelyen: C = (0, 0, c). 
A tárgy P = (px, py, pz) pontján átmenő vetítősugár egyenlete:
X = C + t · (P - C) , ahonnan a
P pont X = (x, y, 0) vetületi pontjára 
t = c / (c - pz).
Így a koordinátái:
x = px ( c / (c - pz),     y = py(c / (pz - c),     z = 0.

A leképezésnek ez a képlete hasonló háromszögekből is nyerhető: x : px = c : (c - pz) és hasonlóan y-ra. 
A C vetítési középpont választható a Z tengely helyett a tárgy X és Y irányú kiterjedésének középpontja fölött. Vetületi síkként az XY sík helyett, egy azzal párhuzamos, z = -d síkot véve X = (x, y, -d), és a hasonló háromszögekből: x : px = (c + d) : (c - pz); és hasonlóan y-ra.

Ez a leképezés mátrix alakban is fölírható: 

X = M(P = (c 0  0 0)(px) = (c(px ) ( (c(px/(pz-c)).
     (    |0 c  0 0||py|   |c(py |   |c(py/(pz-c)|
     (    |0 0  1 0||pz|   | (pz |   | (pz/(pz-c)| 
     (    (0 0 –1 c)(1 )   (pz-c )   (    1     )

Ez a projektív transzformáció a teret önmagára képezi le, és a vetületet az összetevő elhagyásával kapjuk.  (Előtte a z’ összetevő a takarások megállapításánál használható). 

Az így kapott vetületet a korábban leírtak szerint még a képmezőre le kell képezni. Általános helyzetű alakzatot ezelőtt a vetítés előtt megfelelő helyzetbe kell transzformálni.

Középpontos vetítés a kamera koordináta-rendszerében

[image: image12.png]c=00.0)




A SZKR (szemkoordináta-rendszer, a kamera koordináta-rendszere) Z tengelyéhez közeli tárgyat vetítjük a Z tengelyre merőlegesen álló, az origótól  d  távolságra lévő képsíkra. 
A tárgy X = (x, y, z) pontja vetületének összetevőire, hasonló háromszögek alapján: 
x’ : d = x : z., azaz x’ = x(d / z, és hasonlóan y’ = y(d / z.

A vetítési mátrix alakját (csak a későbbiek kedvéért) a határozatlan együtthatók módszerével számíthatjuk ki. 
A kiszemelt 5 pont és képe: Ix’ = (1, 0, 0, 0) = Ix és Iy’ = (0, 1, 0, 0) = Iy, (az X és Y tengely ideális pontjának képe helyben marad). 
A C = (0, 0, 0, 1) pont képe a Z tengely ideális pontja: C’ = Iz = (0, 0, 1, 0). 
A Z tengely ideális pontjának képe a Z tengely  t  távolságra lévő pontja: 
Iz’ = (0, 0, t, 1); t>0).
Végül a képsík helyben maradó A’ = A = (1, 1, d, 1) pontja; 0<d<t. 
A mátrix valamennyi elemét vehetnénk ismeretlennek, de megalapozott sejtéseink vannak. A mátrix szorzata az öt pont homogén alakjával arányos kell, hogy legyen a pontok általunk előírt képével:

  M   ( [IxIyIz C A]=             :=[p(Ix’ q(Iy’ r(Iz’ s(C’ u(A’ ]
(a 0 0 0) ([1 0 0 0 1]=[ a 0 0 0 a ]:= [p(1 q(0 r(0 s(0 u(1].
(0 a 0 0) [0 1 0 0 1] [ 0 a 0 0 a ]   |p(0 q(1 r(0 s(0 u(1|.
(0 0 b c] [0 0 1 0 d] [ 0 0 b c b(d+c] |p(0 q(0 r(t s(1 u(d|.
(0 0 e f] [0 0 0 1 1] [ 0 0 e f e(d+f] [p(0 q(0 r(1 s(0 u(1]

Az ismeretlenek közül az u arányossági tényezőt d-nek vesszük, ekkor azonnal a = d is adódik, majd b = t, c = d(d-t), e = 1 és f = 0. Az így kapott mátrixszal egy pont transzformáltja:
P’ = M(P = [d  0  0    0   ]([x] = [       d·x       ]
           |0  d  0    0   | |y|   |       d·y      |
           |0  0  t  d(d-t)| |z|   | t·z + h·d·(d-t)|
           |0  0  1    0   | |h|   |       z        |

A z = 0 sík pontjainak képe ideális pont, különben 
P’ = [d·x / z, d·y / z, t + d·(d-t) / z, 1].
1. megjegyzés: az x’ = x(d / z, y’ = y(d / z képletekből láthatóan x’ és y’ maximuma arányos d-vel. A képsíkban adott képkeretbe nagyobb d értékek esetén a kép kisebb hányada fér bele.

2. megjegyzés: Ha egy tárgy a Z tengelytől távolabb van, akkor egy alkalmas R = (rx, ry, rz) pontját kiválasztva (a tárgy referencia pontja) a vetítés előtt a koordináta-rendszert az XY síkkal párhuzamosan, a CR* vektorral (a tárgyak pontjait ennek ellentettjével) el lehet tolni, ahol R* =  (rx, ry, cz); cz=0.

3. megjegyzés: az előbbi eltolás helyett választható a Z tengely elforgatása a CR irányított egyenesbe; 

4. megjegyzés: Így csak a vetítési középpont előtti pontokat transzformáljuk helyesen..

[image: image13.png]


Középpontos vetítés ferde, általános helyzetű síkokra

Ha a tárgy helyzete a koordináta-rendszerben olyan, hogy a koordináta-síkoktól (illetve ezek állásától) különböző síkot célszerű választani, az egyszerű vetítés előtt a vetítendő tárgyakat megfelelő állásba lehet mozgatni (tolni és forgatni). 
A vetületi sík helyzetét legkönnyebben a vetített tárgyakhoz viszonyítva tudjuk megadni. Az itt következő megoldás egy lehetséges, általános tárgyalása ennek, amelyhez hasonló műveleteket alkalmazhatunk a gyakorlatban. 
Módszerünk lényege:

1) Kijelöljük - a VKR-ben adott tárgyhoz viszonyítva - a TKR kezdőpontját és tengelyeinek irányát,
2) ebből kiszámolhatók a VKR-ből  a TKR-re való áttérés mátrixának elemei,

3) a TKR-ben – a tárgyakhoz viszonyítva, szemléletesen – megadjuk a vetítés paramétereit, 

4) ezekből megállapítjuk a TKR-ről a PKR-re (a vetítés, projekció koordináta-rendszerére) való áttérés mátrixát, ahol az előzőkben leírtak közül a megfelelő egyszerű vetítés alkalmazható. 

Többszöri transzformáció mátrixai összeszorozhatók egyetlen eredő transzformációs mátrixszá.

(1) A TKR kijelölése

Adott egy tárgy a VKR-ben (XYZ rendszer), amelynek egy jellemző, kitüntetett pontját jelöljük R-rel: 
R = (rx, ry, rz). 
A legtöbb tárgynak (hacsak nem gömb) van egy természetes koordináta-rendszere, amelynek tengelyei a tárgy fő irányai. 
A tárgynak a VKR-ben elfoglalt állását jellemző három fő irány – a TKR UVW tengelyei – egységvektorait a VKR-ben jelöljük 
u = (ux, uy, uz),   v = (vx, vy, vz),   w = (wx, wy, wz) - vel.

(2) Áttérés a VKR-ről a TKR-re.

A VKR-ről a TKR-re a tárgy pontjainak X’= (T1·B1)·X transzformációjával térünk át; 
A B1 forgató (báziscsere) mátrix első három sorában u, v illetve w összetevői állnak (az utolsó sor és oszlop 0,0,0,1).

A T1 eltolás pedig az (-rx, -ry, -rz) vektorral tol el.

(3) A középpontos vetítési paraméterek megadása a tárgyhoz viszonyítva.

[image: image14.png]


A TKR-ben (UVW) a tárgyhoz viszonyítva megadjuk a vetítés paramétereit. (Rosszul megválasztott irány és vetületi sík esetén a tárgy képe kilóghat a képkeretből. A fényképezőgépet is a tárgyhoz viszonyítva állítjuk be.) 
Meg kell határoznunk a vetületi síkot és annak koordináta-rendszerét, valamint a vetítés irányát, illetve középpontját.

A vetületi síkot az R pontban (a TKR origója) felvett n normálvektorával és az R-től, ezen mért d távolságával adhatjuk meg.

A vetületi síkhoz rögzített PKR (vetületi, projekciós KR) XYZ tengelyeinek kezdőpontja az n vektor O döféspontja a vetületi síkon, és a síkra merőleges Z tengely irányát az n vektor adja meg: z = n. 
A vetületi síkban az Y tengely jelöli ki a majdani képben a fölfele irányt. Ezt egy ferde vetületi síkban általában nehéz közvetlenül megadni. Ezért először a keresett Y tengellyel és az n vektorral egy síkba eső f „fölfele vektort” adjuk meg (ez legtöbbször a TKR függőleges tengelye lehet). Ezzel előbb az X tengely irányvektora: x = f ( z (N.B. z = n), végül az Y tengelyé: y = z ( x.

(4) Áttérés a TKR-ről a PKR-re

A PKR-re egy újabb forgatással (báziscserével) és eltolással térhetünk át; a forgatás mátrixának első három sorában az előbb kiszámított x, y, z irányú egységvektorok összetevői állnak, az eltolást az OR vektor adja. A vetítés után O az origó, XY sík a vetületi sík, a Z tengely ennek normálisa.

Síkvetületek osztályozása

Vetíthetünk:

· Síkra.

· Gömbre.

· Hengerre.
Vetítés lehet:

· Merőleges (ez az alapeset).

· Nem merőleges.
Általában a grafikában síkra vetítünk.

A párhuzamos vetítés 

Merőleges vetítés koordináta-síkra
[image: image15.png]


Párhuzamos, és a vetületi síkra merőleges irányú vetítés: a tárgytér pontjainak vetületét az XY koordináta-síkon a harmadik, z összetevő elhagyásával kapjuk meg, és eközben az x és y összetevő változatlan marad: 
x’ = x,  y’ = y és a z-t elhagyjuk. 
(Hasonlóan a másik két koordináta-síkra vetítés esetén is.) 

A vetületi síkkal párhuzamos síkokban lévő távolságok és szögek nem változnak meg, ezért azt a koordinátasíkot célszerű választani, amelyre eső merőleges vetület a tárgyakról számunkra a legtöbb információt nyújtja. Gyakran készítenek két vagy három merőleges vetületet: elölnézet, oldalnézet és fölülnézet. 

Ha a test állása olyan, hogy a koordinátasíkokra való merőleges vetülete nem megfelelő, akkor vetítés előtt a testet mozgás-transzformációkkal (eltolás és forgatás) megfelelő állásba lehet hozni.

Ferde vetítés koordinátasíkra

[image: image10.png]



Ferde vetítésnél a párhuzamos vetítő sugarak nem merőlegesek a vetületi síkra. 
Legyen a vetítés irányvektora: 
v = (vx, vy, vz); vz ( 0. 
A durva erőszaknak (brute force) engedve kiszámíthatjuk a tárgy egy P pontján áthaladó, ilyen irányú vetítő egyenesek irányvektoros egyenletét: 
X(x, y, z) = P + t(v
Ebben a vetület harmadik összetevőjére 0 = pz + t(vz, azaz t = -pz / vz, ahonnan a vetület x és y összetevője kiszámítható: x = px + t(vx = px - vx(pz / vz és y = py - vy(pz / vz.

Ez mátrix alakban is megadható. 
A tárgy pontjainak egy  P’= Nxy(P nyíró transzformációja a vetítő egyeneseket az XY síkra merőlegessé teszi, majd ezután a harmadik összetevő elhagyásával kapjuk a képet. 
Az Nxy nyírás az XY síkkal párhuzamosan, z összetevőjükkel arányosan tolja el a pontokat, mátrixa csak az n13 = vx és n23 = vy elemében különbözik az egységmátrixtól:
P’ = Nxy(P = (1 0 vx 0) ( [x] = [x+ vx(z]
            (0 1 vy  0)  |y|   |y+ vy(z|
            (0 0 1 0)  |z|   |  z   |
            (0 0 0 1)  |1|   |  1   |

Ha csak vetíteni akarunk, akkor x’ és y’ fenti, közvetlen kifejezését használhatjuk; erre a mátrixra nincs szükség. Ha viszont a vetítést más transzformációk előzik meg, akkor ezek mátrixával a vetítés nyíró mátrixa összeszorozható.

Két dologra figyeljünk föl. A síkvetületet a mátrixszal számolva először alkalmazzuk a térnek egy önmagára való alkalmas leképezését, majd utána a harmadik összetevő elhagyásával kapjuk a síkvetületet. E két lépés között a harmadik összetevő használható a takarásban lévő elemek közül a láthatók kiválasztására.
A másik figyelemre méltó dolog az, hogy itt az első lépés, a nyírás, a térben a „fölismerhetetlenségig” eltorzítja az alakzatokat, de végül a síkvetület így lesz szemléletes. (A merőleges vetítéseknél, azok mátrix alakjánál ilyesmi nem fordul elő, csak a ferde vetítésnél és még inkább, a középpontos vetítésnél.)

A vetületi kép a képernyőn (vagy nyomtatón)

Az eddigiekben a vetületi síkot, a tárgyat tartalmazó valamilyen koordináta-rendszer egy síkjaként tekintettük, és nem beszéltünk ennek méreteiről. Az így keletkező vetületi kép, valójában csak akkor lesz látható képpé, ha ezt továbbítjuk, azaz transzformáljuk a képfelület (képernyő vagy nyomtató) koordináta-rendszerébe. És ez utóbbinál már meghatározott méretekről – és a méretek korlátairól – is szó van.

A kép előállításának ez az utolsó transzformációja. Ehhez például megadhatunk a vetületi síkon egy téglalap alakú képkeretet, és a képfelületen egy hozzá hasonló téglalap alakú képmezőt, ahová a képkeret tartalmát transzformálni akarjuk. (Ha a két téglalap oldalainak aránya nem egyezik meg, a kép torzul.) Ez a leképezés másképpen is megadható, például egy fókuszponttal és képével, valamint egy léptékezési aránnyal.) Az ezek által meghatározott leképezés 
x’ = a·x + b, y’ = c·y + d alakú. 

Transzformációk a vetítés előtt
Ahhoz, hogy a vetítést az előbbiekben ismertetett módon végre lehessen hajtani, előtte esetleg végre kell hajtani más transzformációkat is. (Gyakorlatilag az egymás utáni transzformációk mátrixát összeszorozva természetesen egyszerre lehet ezeket végrehajtani.)

„Modell-transzformáció”, „elhelyező transzformáció”

Gyakran előfordul, hogy a képen, illetve már előbb, az ábrázolandó tárgyon vannak ismétlődő részletek, például egy házon az egyforma ablakok. 
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Ilyen részletek rajza megadható „saját koordináta-rendszerükben”, és többszöri előfordulásuk előállítható egy-egy elhelyező transzformációval (nevezik modell-transzformációnak is). 
Ez általában hasonlósági transzformáció, legtöbbször csak eltolást és méretezést tartalmaz, néha forgatást is.
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