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10. tétel

Homogén lineáris transzformációk. Definíciók, transzformációk osztályozása. Homogén koordináták (pontok , egyenesek). Pontok és egyenesek kapcsolata. Transzformációs mátrixok.
Homogén koordináták

Az ideális pontokkal kibővített euklideszi tér

Ha az euklideszi síkban az e egyenes pontjait az X tengelyre vetítjük egy ezeken kívüli K pontból: az A, B, C, ... pontjain átmenő vetítősugarak az X tengelyen kimetszik az A’, B’, C’, ... vetületi pontokat. 
e egyenes minden pontjának megfelel egy vetületi pont, kivéve azt az F pontot, amelyen átmenő vetítősugár párhuzamos az X tengellyel.

Megszüntethető ez a kivételes helyzet, ha párhuzamos egyenesek közös állását is „pontnak” nevezzük. Természetesen, ennek az önkényes elnevezésnek csak akkor van értelme, ha az így kapott geometria „értelmesen” használható (de szerencsére ez a helyzet).

· D A tér minden egyenesének közönséges pontjain kívül még egy pontot tulajdonítunk, amelyet az illető egyenes ideális pontjának (csak ideákban létező) nevezünk, olymódon, hogy

· Egymással párhuzamos egyenesek ideális pontja megegyezik,

· Egy sík ideális pontjainak halmazát az illető sík ideális egyenesének nevezzük,

· A tér ideális pontjainak halmazát a tér ideális síkjának nevezzük.

· Párhuzamos síkok ideális egyenese megegyezik,

· minden sík ideális egyenese a tér ideális síkjában van.

D Az így kibővített teret az euklideszi tér projektív lezárásának nevezik; mi röviden kibővített térnek, vagy a homogén térnek fogjuk nevezni. 
A pont, egyenes, illetve sík szavak egyaránt jelenthetnek „közönséges” és ideális pontot, egyenest, illetve síkot. (Az ideális pontokat szokták „végtelen távoli pontoknak” is nevezni, németül: Fernpunkt, távolpont.)

A kibővített síkban két egyenesnek, a kibővített térben két síknak mindig van közös pontja – közönséges, vagy ideális. 
Ha eltekintünk az ilyen megkülönböztetéstől, akkor a kibővített tér valójában egy projektív tér. 
Fordítva: ha a projektív térben kitüntetünk egy síkot, és ezt ideális síknak nevezzük, akkor a tér többi részében az euklideszi geometria érvényes. A számítógépi grafikában azonban mindig egy véges térrészt szemléltetünk, ezért az ideális pontoknak kitüntetett szerepük van.
Homogén koordináták egy derékszögű koordináta-rendszerben

Az euklideszi tér pontjai a tér egy közönséges pontjához rögzített DKR-ben valós számhármasokkal adhatók meg. A kibővített tér pontjainak megadására a valós számhármasok számossága kevés, a valós számnégyeseké sok. Erre a célra az egymással arányos számnégyesek ekvivalencia-osztályai, a <0,0,0,0> osztályt kivéve, használható. 

D A kibővített tér pontjainak homogén koordinátáit a következőképpen definiálhatjuk:

· A kibővített tér egy közönséges pontjához rögzített Descartes-féle koordináta-rendszerében az (x, y, z) koordinátájú közönséges pontnak a [x,y,z,1] homogén koordinátákat feleltetjük meg, illetve az ezzel arányos számnégyesek mindegyikét (ezen arányos számnégyesek ekvivalencia-osztályát): 

(x, y, z) -> [x,y,z,1] ( h([x,y,z,1] = [h ( x, h ( y, h ( z, h].

· A kibővített tér egy ideális pontjához hozzárendeljük azt az [x1,x2,x3,0] számnégyest (és minden vele arányos számnégyest), amelyben x1, x2 és x3 az erre „illeszkedő”, egymással párhuzamos egyenesek állását jellemzik, egy ilyen irányú vektor összetevői: 

ideális pont -> [x1,x2,x3,0] ( h([x1,x2,x3,0] = [h(x1,h(x2,h(x3,0].

Fordítva, ha [x1,x2,x3,x4] a kibővített tér egy pontjának homogén (-koordinátás) alakja, és 

· ha x4≠0, akkor ez „közönséges pont”, és az 

[x1,x2,x3,x4] ( [x1/x4,x2/x4,x3/x4,1] átalakítással kapjuk a pont 

Descartes-koordinátáit: (x1/x4,x2/x4,x3/x4), illetve

· ha x4=0, de x1,x2,x3 nem mind nulla, akkor [x1,x2,x3,0] ideális pont 

(az euklideszi térben pontként nem létezik), és az összetevők a rá illeszkedő egyenesek állását határozzák meg,

· végül [0,0,0,0] nem pont (ez algoritmusaink eredményeként nem állhat elő).

A pontok homogén alakjának típusdefiníciója lehet:

type Point3H = record x, y, z, h : Gxyz; end;

D Egy pont homogén koordinátáit tartalmazó számnégyest a pont homogén-koordinátás alakjának, röviden, homogén alakjának nevezzük. A homogén alak összetevőit megkülönböztetésül mi szögletes zárójelbe írjuk (valahányszor nem felejtkezünk el erről). 
A Descartes koordinátákat általában (x, y, z) -vel, a homogén koordinátákat [x1, x2, x3, x4]-gyel jelöljük, de néha használjuk majd az [x, y, z, h] jelölést is, ahol h= 0 vagy 1. 
A P pont Descartes-koordinátáit (px, py, pz)-vel, homogén koordinátáit [p1,p2,p3,p4]-gyel, Két számnégyes arányosságát a ( jellel jelöljük.

Minden pontnak több számnégyes is megfelel, amelyek az egymással arányos számnégyesek egy ekvivalencia osztályát alkotják. 
(Figyeljünk föl arra, hogy [x1,x2,x3,x4] is ugyanaz a pont, mint [-x1,-x2,-x3,-x4]!) Műveletekben egy pontot az egymással arányos négyesek közül bármelyik képviselheti. 

Geometriai számítások homogén koordinátákkal

Koordináta tengelyek és síkok

Az origó homogén alakja [0,0,0,1]T,

Az X tengely pontjai: [x,0,0,1]T, ideális pontja: [1,0,0,0]T.

Az YZ koordináta sík (x=0) pontjainak homogén alakja: [0,x2,x3,x4]T (két független adat), az YZ sík síkkoordinátái: [0,1,0,0]. 

Hasonlóan az Y és Z tengelyekre és a rájuk merőleges koordinátasíkokra.

A síkbeli e=[e1,e2,e3] egyenes nevezetes pontjai

A keresett pontok homogén alakjában csak az összetevők aránya érdekes, és skalárszorzata e-vel 0 kell legyen.

Az e ideális pontjában x3=0: Ie=[-e2,e1,0]T, az X tengellyel való metszéspontban x2=0: Mx=[-e3,0,e1]T és hasonlóan az Y tengellyel való metszéspont My=[0,-e3,e2]T.

Két pont közös egyenese, két egyenes közös pontja a síkban

A P=[p1,p2,p3]T és Q=[q1,q2,q3]T pontokra illeszkedő egyenes vonalkoordinátáit homogén egyenletének determináns alakjából kaphatjuk meg.

Hasonlóan, az e=[e1,e2,e3] és f=[f1,f2,f3] egyenesekre illeszkedő M pont homogén alakjának összetevői az

| v1 e1 f1 |
| v2 e2 f2 | = 0
| v3 e3 f3 |

egyenlőségből határozhatók meg az első oszlop szerinti kifejtéssel, vi együtthatóiként. (Vegyük észre, hogy metszéspont mindig létezik; ha az e1f2-e2f1 aldetermináns nulla, akkor ideális pont, a két egyenes a sík közönséges részében párhuzamos egymással.)

Transzformációk
D Transzformáció: alakzatok eltolása, forgatása, léptékezése (kicsinyítése-nagyítása), illetve a tér alakzatainak egy síkra való levetítése.

Olyan transzformációkat fogunk vizsgálni, amelyek az euklideszi térben is, és a kibővített térben is használhatók
· a teret önmagára leképezik önmagára: a tér minden pontjának megfeleltetnek egy képpontot,
· a leképezés kölcsönösen egyértelmű,
· pont képe pont, egyenes képe egyenes, sík képe sík, 
· egymásra illeszkedő elemek képe is egymásra illeszkedik.

A térnek egy síkra való levetítése természetesen nem felel meg az előbbi második szempontnak.
D A kibővített térnek (a projektív térnek) ilyen transzformációit projektív transzformációknak ( vagy kollineációknak ) nevezzük.
A kibővített tér projektív transzformációi csoportot alkotnak a „konkatenáció” (egymásra következés) műveletére vonatkozóan: ha egy alakzatra egymás után két projektív transzformációt alkalmazunk, ezek együttese is projektív transzformáció.

D Affin transzformációknak nevezzük a kibővített tér azon projektív transzformációit, amelyek a tér minden ideális pontját ideális pontra, és minden közönséges pontját közönségesre képezik le.

Homogén koordinátáikkal adott pontokon az ilyen transzformáció mátrix-vektor szorzással hajtható végre: minden térbeli kollineációnak megfelel egy 4x4-es, nem nulla determinánsú mátrix és fordítva is, minden ilyen mátrix egy kollineáció mátrixa. 
Ezeket a transzformációkat legtöbbször néhány egyszerű, szemléletes geometriai jelentéssel bíró transzformáció egymásutánjaként tudjuk előírni, amelyek mátrixának szorzata adja az eredő transzformáció mátrixát.

Homogén lineáris transzformációk

Az [image: image1.wmf]{
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 halmaz a geometriai axiómarendszer modellje. E halmaz elemei között műveleteket definiálunk.

A sík egy [image: image2.wmf]P

(x, y) pontjának homogén koordinátája [image: image3.wmf]P

(x,y,1).
A homogén koordinátákra azért van szükség, mert az eltolás nem valósítható meg anélkül, valamint nem függ a koordinátáktól, csak azok arányától. 

Adott P és Q a síkon. A PQ egyenes paraméteres egyenlete: X(P + t (Q-P) 

Ha
t((0,1)
 akkor PQ pontjait;


t(1
akkor Q-t;


t(0
akkor P-t;


t(0
akkor a P-n túli;


t(0
akkor a Q-n túli pontokat kapjuk.

Az egyenes egyenletének homogén alakja: [image: image4.wmf]a
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Két egyenes (X(P + t(Q-P) és X ( A + u(B-A)) akkor metszi egymást, ha azok egyenlők.

X pont rajta van az egyenesen, ha det(A)(0, ahol

A = 
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Azért jó, hogy mátrixokkal végezzük a transzformációkat, mert így a transzformációk elvégzése egyszerűen egy szorzás.

Transzformációk homogén koordinátás megadása

Ezeket mátrix-alakban fogjuk megadni:
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 a transzformáció mátrixa.
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Affin transzformációk

Osztályozás
· Hasonlósági transzformációk :
T ( R ( S( s, s, s )

· Mozgás transzformációk :
T ( R

· egybevágósági transzformációk
· „Másodfajú” egybevágósági transzformációk: irányítást váltó tükrözések is.
Elemi affin transzformációk

Eltolás

· Síkban: 
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· Térben: 
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Forgatás ( az origó körül )
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A transzformáció mátrixa:
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A tér forgatása koordináta-tengely körül
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0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

cos

sin

sin

cos

a

a

a

a

-

æ

è

ç

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

÷

.
        Z tengely körül

Y tengely körül
    X tengely körül
A pontokat mindig sorvektorral ábrázoljuk.
Oszlopvektor esetén:

[image: image20.wmf]¢

¢

æ

è

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

=

æ

è

ç

ç

ç

ö

ø

÷

÷

÷

x

y

M

x

y

T

1

1

, ahol 
[image: image21.wmf]M
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 transzponált mátrix.
A transzformációk egymásutánja általában nem cserélhető fel, mint ahogy a mátrixok körében használatos szorzás sem kommutatív művelet.
Forgatás ( a sík tetszőleges pontja körül )
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3 elemi affin transzformáció szorzata, ahol [image: image24.wmf]T

 transzláció, azaz elviszi az origót K-ba, és [image: image25.wmf]R

 a forgatás (rotáció).
Forgatás (térben, tetszőleges tengely körül )
Előáll több elemi affin transzformáció szorzataként:
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ahol [image: image27.wmf]R
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 beforgatás egy koordinátasíkba, [image: image28.wmf]R

2

 beforgatás egy koordináta-tengelyre.
Lépték
· Síkban [image: image29.wmf]¢
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Ha sx = sy, akkor ez kicsinyítés, illetve nagyítás, izotróp hasonlósági transzformáció; különben anizotrop.

A megfelelő mátrixok:
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 síkban, illetve térben.
Tükrözés
Például síkban az Y-tengelyre: [image: image34.wmf]-
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a megfelelő transzformációs mátrix.
Például térben az XY-síkra: [image: image35.wmf]1
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 a megfelelő transzformációs mátrix.
Permutációs mátrixok: A mátrix minden sorában és minden oszlopában pontosan egy darab 1-es szerepel, a többi helyen 0 áll.

Például:
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: a sík 45(-os egyenesére való tükrözés.
Ez általában három mátrix szorzataként áll elő.
Nyírás
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Minden affin transzformáció felírható elemi affin transzformációk szorzataként:
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Egyszerű affin transzformációk homogén mátrixa alakja: X' = M(X
	
Eltolás: 


Jelölésünk: T
	
T=(1 0 0 dx)

  (0 1 0 dy)

  (0 0 1 dz)

  (0 0 0 1 )
	
x’ = x + dx

y’ = y + dy

z’ = z + dz
	
Kommutatív csoport

Egységeleme: T(0,0,0),

T1(a, b, c)(T2(d, e, f))=

T(a + d, b + e, c +f)=

T2(T1,
inverze: T(a, b, c)-1=T(-a, -b, -c).


	
Forgatás az X tengely körül: 


Jelölésünk: Rx
	
Rx=(1  0   0 0)
   (0 co –si 0)
   (0 si  co 0)
   (0  0   0 1)
	
x’= x
y’= y(co - z(si
z’= y(si + z(co;

co = cos(, 

si = sin(
	
Ortonormált transzformáció
Kommutatív csoport 

Egységeleme: Rt(0),

Rt()Rt()=

Rt(+)=Rt()Rt(),

inverze: Rt()-1=Rt(-).


	
Forgatás  az Y tengely körül: 

Jelölésünk: Ry

	
Ry=(co 0 –si 0)
   ( 0 1  0  0)
   (si 0  co 0)
   ( 0 0  0  1)
	
	Az origó körüli forgatás fölírható három tengelyes forgatás szorzataként.

	
Forgatás  a Z tengely körül: 


Jelölésünk: Rz
	
Rz=(co –si 0 0)

   (si  co 0 0)

   ( 0  0  1 0)

   ( 0  0  0 1)
	
	


	
Léptékezés: 

Jelölésünk: S
	
S=(sx 0  0  0)

  (0  sy 0  0)

  (0  0  sz 0)

  (0  0  0  sw)
	
x’ = sx ( x/sw
y’ = sy ( y/sw
z’ = sz ( z/sw
	Kommutatív csoport
Egységeleme: S(1,1,1),

S1(a,b,c) (S2(d,e,f))=

S(a(d,b(e,c(f)=S2(S1,
inverze: S(sx, sy, sz)–1=

S(1/sx,1/sy,1/sz).
S((1,(1,(1): tükrözések.

	
Nyírás: 


Jelölésünk: Nij
	
Nyz=
(1 0 0 0)


(a 1 0 0)


(b 0 1 0)


(0 0 0 1)
	
x’= x

y’= ax + y

z’= bx + zz
	Nyírás az YZ síkkal párhuzamosan, a tőle mért távolsággal arányosan.

Hasonlóan a másik két síkkal párhuzamosan is.


	
Permutációk: 


Jelölésünk: Cij
	
C12=(0 1 0 0)

    (1 0 0 0)

    (0 0 1 0)

    (0 0 0 1)
	
x’ = y

y’ = x

z’ = z
	Determinánsa: –1.
i<j<4 esetén fölcseréli az i. és j. tengely állását és a j. tengelyt meg is fordítja.
i<j=4 esetén projektív mátrix.

	
Báziscsere: 


Jelölésünk: B
	
B=(ux uy uz 0)

  (vx vy vz 0)

  (wx wy wz 0)

  ( 0  0  0 1)
	
x’=ux(x+uy(y+uz(z

y’=vx(x+vy(y+vz(z

z’=wx(x+wy(y+wz(z
	u, v, w: az új koordináta-rendszer tengelyeinek egységvektorai a régi rendszerben.

	
Tükrözés:
	
S=
(sx 0  0  0)


(0  sy 0  0)


(0  0  sz 0)


(0  0  0  1)
	sx, sy, sz  = (1,

x’= sx(x

y’= sy(y

z’= sz(z
	Tükrözés az YZ síkra:      sx = -1,  sy =sz =1

Tükrözés az X tengelyre: sx =1, sy =sz = -1
Tükrözés az origóra:        
sx =sy =sz = -1
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