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Számítógép a matematikában.

6. tétel

Számítógép a matematikában. Nagypontosságú aritmetika, számrendszerek közötti konverzió, nevezetes számok közelítése. Kombinatorikai algoritmusok. Függvényábrázolás (egy- és kétváltozós függvények).

Nagypontosságú aritmetika

Általános szempontok

Az egész számokat tömbben tárolt számjegyekkel ábrázoljuk. 
Tárolandók:
· számjegyek száma

· számjegyek tömbben

· előjel

· számrendszer alapszáma

· tömb maximális mérete

Kettes komplemensnél -1 és +1 összeadása ilyenkor nagyon sok számjegy összeadását jelenti. 

Probléma

· Kicsi az ábrázolható tartomány, 
· nincs végtelen hosszúságú tört.

Feladat

· sokjegyű egész számok készítése

· valódi racionális számok készítése

· hosszú valós számok készítése

Egész számok

A szám: xn xn-1…x2 x1 x0.
Sok számjegy esetében praktikus az előjelet és a számot külön tárolni.

Tárolni kell: Hossz, számjegyek, előjel, számrendszer (alapszám).

Alapműveletek: +, -, *, div, mod, relációk.
Összeadás

Legyen a két szám: x = (xnxn-1…x1x0) és y = (ymym-1…y1y0). Két szám összeadásánál 4 esetet különböztetünk meg. Ha

· x ( 0 és y ( 0.

· x < 0 és y < 0: -(|x| + |y|).

· x ( 0 és y < 0: x - |y|.

· x < 0 és y ( 0: -(y - |x|).
Mindig az első számnak kell a hosszabbnak lennie. A rövidebb szám hosszáig adunk össze, utána csak átvitelt számolunk. A rövidebb számot ki kell egészíteni 0-kal.
(+8) + (-3)
(
(+8) – (+3)

     -8  +   -3  
(
(-8)  – (-3)

Negatív számok esetén a műveleteket pozitív számok összeadására vezetjük vissza:

1. Esetszétválasztás.

2. Pozitív számok összeadása.
Az összeadás a leggyakoribb művelet, így érdemes akár hosszabb kódú, de rövid futásidejű eljárásokat íri az elvégzésére.

	A (hossza: N)
	8
	4
	5
	9
	6
	3
	3
	4

	B (hossza: M)
	
	
	
	
	7
	4
	3
	9

	C
	8
	4
	6
	0
	3
	7
	7
	3

	
	másolás
	csak átvitel
	összeadás és átvitel


Amikor már nincs átvitel, a további jegyek egyszerűen másolhatók.

ELJÁRÁS ÖSSZEADÁS ( Konstans ALAP, M, N, A, B: egész, 




   Változó C: egész )


    Változó I, ATV, ALAP : egész.



ATV := 0;


CIKLUS I=0-tól M-ig
összeadás + átvitel



C (I) := ( A(I) + B(I) + ATV )  MOD  ALAP

  

ATV := ( A(I) + B(I) + ATV )  DIV    ALAP.


CIKLUS VÉGE


I := M + 1;


CIKLUS AMÍG ATV ≠ 0.
csak átvitel



C (I)  := ( A(I) + ATV )  MOD  ALAP.



ATV := ( A(I) +  ATV )  DIV    ALAP.



I := I + 1;.


CIKLUS VÉGE.


CIKLUS AMÍG I ≤ N.
másolás



C (I) := A (I);.



I := I + 1;.


CIKLUS VÉGE.
ELJÁRÁS VÉGE.

’C’ hosszát K := I – 1 adja.

MOD és DIV nem hatékonyak, és nincs is rájuk szükség, az átvitel csak 0 és 1 lehet.

S := A (I) + B (I) + ATV;

HA S < ALAP  AKKOR 
ATV := 0; C (I) := S;
KÜLÖNBEN

ATV := 1; C (I) := S – ALAP;

Ez kerül a megfelelő ciklusmagokba.

Kivonás

Mindig a hosszabb számból vonjuk ki a rövidebbet. Az összeadáshoz hasonlóan történik. Az eredmény elejéről a felesleges 0-at el kell távolítani.
Kis átalakítással előállítható az összeadás algoritmusából.

     x x x x x
  -  x x x x x
  ---------------
     0 0 0 x x     



(

A különbség hossza az első, nem 0 helyi értékű jegy helye lesz.

Szorzás

Az eredmény hossza előre kiszámolható a két tényezőből. Mivel a hagyományos számolás túl sok helyet foglalna és túl sok számolást igényelne, ezért más módszert alkalmazunk.
· Célszerű a részeredményeket tárolni
· Azonnal a végeredménybe is kerülhetnek a számjegyek. A szorzó minden számjegyével végigszorozzuk a szorzandó adott számjegyét, a maradékot beírjuk a végeredménybe, az átvitelt pedig, megjegyezzük.

· Amennyiben a szám a számrendszer alapszámának hatványa, elegendő a léptetés
C (i) := (   (    A (j) . B(k) + Átv ) mod Alap

i = j + k
Ez átalakítható:


Min (i,N)
C (i) := (      ( 
A (j) . B(k) + Átv ) mod Alap

j = Max(0,i-M)

Szorzat ( A, B: TNagyEgesz ) : TNagyEgesz


Ha A<>0 és B<>0 akkor



C:=0;  W_Szorzat = 0;



Ciklus i:=0-tól A.Hossz-1-ig



Átv := 0.



Ciklus j:=0-tól B.Hossz-1-ig





W_Szorzat := C[i+j]+A[i]+B[j]+Átv





C[i+j]
:= W_Szorzat MOD
Alap




Átv 
:= W_Szorzat DIV
Alap.



Ciklus vége




Ha Átv > 0 akkor C[i + B.Hossz] := Átv



Ciklus vége



Ha Átv=0 akkor



C.Hossz := A.Hossz + B.Hossz - 1


különben



C.Hossz := A.Hossz + B.Hossz


Elágazás vége



C.elojel := A.elojel XOR B.elojel


Szorzat := C


Különben
Szorzat:= 0

Elágazás vége
Függvény vége
Osztás

Hányados: H := A div B. Maradék: M := A mod B.
Eljárás Osztás:

H  := 0

M := A

Ciklus amíg M ( B


M := M - B


H:=H+1

Ciklus vége
Eljárás vége
Ezzel az eljárással a baj, hogy nagyon lassú. Hatékonyabb, ha N : M számoknál: N-1 : M-1, ahol N és M a két számnak a hossza, megbecsüljük az eredményt. Például: 123 : 45 ( 12 : 4.

De a becslés lehet rossz is, amit javítani tudni kell, maximum 2 korrigálással megvan a hányados. Nem hatékony hosszú, eltérő nagyságrendű számoknál.

Javítás a kézi számolás analógiájával: 1855 : 35 esetén, 

	  1 8 5 5
- 3 5
-----------
  1 8 5 5
-    3 5
-    3 5
-    3 5
-    3 5
-    3 5
----------
     1 0 5

	








5
	
    1 0 5 
 -  3 5
----------
    1 0 5
-      3 5
-      3 5
-      3 5
----------
           0
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Speciális műveletek kettes számrendszerben

	
	{
	0, ha B = 0.

	A*B:=
	
	(2*A)(B/2),  ha B páros.

	
	
	A+A*(B-1), ha B páratlan.


Ha B=2k, akkor k lépés kell B nullázódásához, különben (legrosszabb esetben) 2*log2B
	
	{
	1, ha B = 0.

	AB:=
	
	(A*A)B/2, ha B páros.

	
	
	A*(AB-1), ha B páratlan.


Maximum B darab szorzás kell pl. 100 millió helyett.
Relációk

Egyenlő-e ?

· Egyformák-e az előjelek ?

· Számjegyek száma egyenlő-e ?

Kisebb-e ?

· Előjelek összehasonlítása


· Azonos előjelű számoknál

· Számjegyek számának összehasonlítása

· Azonos számú számjegy esetén keressük meg az első eltérőt.

Racionális számok

A szám: us /vn = usus-1…u1u0/vnvn-1…v1v0 (számláló/nevező).

Tárolni kell: Hossz, számláló számjegyei, nevező számjegyei, előjel, számrendszer (alapszám).

Alapműveletek: +, -, *, osztás.
Összeadás, kivonás

Közös nevezőre hozás, aztán a művelet elvégzése, majd egyszerűsítés a legnagyobb közös osztóval.
Szorzás

Számlálót a számlálóval, nevezőt a nevezővel kell megszorozni, majd egyszerűsítés a legnagyobb közös osztóval.
Osztás

Osztásnál az osztó reciprokával kell szorozni, majd egyszerűsítés a legnagyobb közös osztóval.
Legnagyobb közös osztó
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	1, ha u = 1 és v = 1.

	
	
	u, ha u = v.

	
	
	2*LNKO(u/2,v/2), ha u és v páros.

	LNKO(u,v):=
	
	LNKO(u/2,v), ha u páros és v páratlan.

	
	
	LNKO(u,v/2), ha u páratlan és v páros.

	
	
	LNKO(u-v,v), ha u > v és mindkettő páratlan.

	
	
	LNKO(u,v-u), ha u < v és mindkettő páratlan.


Fixpontos valós számok

A szám: xnxn-1…x1x0*x-1x-2…x-m
Tárolni kell: Előjel, számrendszer (alapszám), n, m, számjegyek.
Alapműveletek: +, -, *, osztás.
Összeadás, kivonás

Feltétel, hogy x, y ( 0 és x ( y. Egymás alá kell helyezni a tizedespontokat.
Szorzás

Ugyanúgy, mint az egész számoknál. Azt, hogy a tizedespont hova kerül, ki lehet számolni. A végéről a felesleges 0-at el kell hagyni.
Lebegőpontos számok

A szám: 0.x-1x-2…x-m*szk
Tárolni kell: Előjel, számrendszer (alapszám), m, k, számjegyek.

Alapműveletek: +, -, *, osztás.
Összeadás
Közös kitevőre kell hozni a két számot, így egymás alá igazodnak a tizedespontok. Végül az eredménynél léptetni kell a tizedespontot, hogy ismét 0.xxx…xxx alakú számot kapjunk.
Szorzás

Ugyanúgy, mint az egészeknél, csak itt is léptetni kell a tizedespontot.
Számrendszerek közötti konverzió: XA(XB

Nincs garancia arra, hogyha A-ban véges a tört, akkor B-ben is véges lesz, és fordítva.
Speciális esetek

· A=BK ( 1 számjegyből lesz több.

· AK=B ( több számjegyből lesz 1.
Egészrész

· B-vel való osztás A alapú számrendszerben.

· A-val való szorzás B alapú számrendszerben.


x0+x1*A+x2*A2+…+xn*An=x0+A*(x1+A*(x2+…))
Törtrész

· B-vel való szorzás A alapú számrendszerben.

· A-val való szorzás B alapú számrendszerben.
x-1*A-1+x-2*A-2+…+x-m*A-m=1/A(x-1+1/A(…))
Speciális számrendszerek

· Reciprok számrendszer: Például 1/10-ed alapú.

· Negatív alapú számrendszer: Például –10 alapú.

· Faktoriális: Helyi értékenként más az alapszám.

Nevezetes számok közelítése
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Pell-egyenlet: P2–N*Q2 = 4 végtelen sok megoldása van, ha N nem négyzetszám.

N=2 esetén:
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 szintén megoldása a Pell-egyenletnek.
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(P,Q):=(1,1)

Ciklus amíg P2-2*Q2 ( 4


Ha P2-2*Q2 < 4 akkor P:=P+1


Különben Q:=Q+1

Ciklus vége
Eljárás vége
Tehát csak egész számokkal kell dolgozni, szorzás és kivonás műveletre van szükség.
e
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· Kör közelítése szabályos sokszögekkel
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Kombinatorikai algoritmusok

Általában a backtrack algoritmust használjuk, de bizonyos speciális esetekre megy nem a backtrack algoritmussal.
Definíciók

D Permutáció: 
n elemet minden lehetséges sorrendben elrendezünk.
D Variáció: 
n elemből minden lehetséges sorrendben kiválasztunk k elemet, a sorrend számít.

D Kombináció: 
n elemből kiválasztunk k elemet, a sorrend nem számít.
D Részhalmazok: Minden részhalmazhoz rendelünk egy n hosszú 2-es számrendszerbeli számot (ha n elemű az eredeti halmaz). 1-es áll benne azon a helyi értéken, aminél az adott sorszámú elem benne van a részhalmazban. Pl.: {1, 2, 5} ( 10011
D Kompozíciók: k db részhalmaz diszjunkt uniójaként előállítás: Olyan k-jegyű szá​mok, ahol a számjegyek összege pontosan n.
D Partíciók:
m db részhalmaz nem diszjunkt előállítása): Olyan m-jegyű számok, ahol a jegyek összege n.
Az összes lehetőség előállítása

Csak kis n-re ábrázolható (n < 10).

Permutáció: Ha n-1 elem összes permutációja kész, akkor szúrjuk be az n.-et minden lehetséges helyre, mindegyikbe!

Elemszám: N elemű halmaznál  N!

N elem összes lehetséges elrendeződése. Ha kész az eredmény N db. elem.

   X1,X2…Xn      Xi€{1,2…N}      Xi ≠ Xj   ha i ≠ j

Megoldás: 

A.) visszalépéses keresés, az a megoldás, ami az összes megoldást megadja.

Fk( i, Xi, j, Xj)=X i ≠ Xj    
Ez a legbelső eljárásba kerül, az alapalgoritmus marad a régi.

1 elem összes permutációja: 1
2  (         1,2
    (         2,1      ( 3 elem:   * 2 * 1 *    3 helyre helyezhető a 3-as.

Javítható, ha valamilyen feltétellel kiegészítem. Pl. Csak páros lehet a páratlan között: 

Fk (i, Xi, j, Xj )=Xi (páros)=  Xj (páratlan)    

B.) Rekurzív megoldás, Minden lehetséges helyre az N-t beszúrom. Nincs benne visszalépés, de lassúbb. Nem javítható.
Variáció (ismétlés nélküli)

Elemszám: N! / (N-K)!
X1,X2…Xn      Xi €{1,2…N}      Xi ≠ Xj   ha i ≠ j 
Kombináció (ismétlés nélküli)

Nem függ a kiválasztás sorrendjétől, így rendezhetünk minden kombinációt.
X1,X2…Xn      Xi €{1,2…N}      Xi < Xi+1
1,2,3…N         1. permutáció  ( ha az X tömböt már az első megoldással töltjük fel, 

1,2,3…K          1. variáció             innen indul a backtrack

K. helyett a 2. lépésben : K-1, K-2

Részhalmazok: 

{1,2,3}({},    {1},      {2},      {1,2},….


˙(0..0), (0..01), (0..10), (0…011)    kettes számrendszerbeli szám

Nincs backtrack, csak áttérés más számrendszerbe.

Kompozíciók 

Visszalépéses keresés. X1+X2…Xi <= N   (>)  - belső feltétel

X1+X2…Xk = N           - leállási feltétel, N elérésekor.

Partíciók

Visszavezetjük összes kompozícióra. 

Az i. elem előállítása
Permutáció

Sorszám rendelése az i. permutációhoz:
Rendezés (minimum kiválasztással)


Ciklus i=1 -től N-1 –ig



Min:=1



Ciklus j=i+1-től N-ig



Ha X(j)<=X(min) akkor Min := j


Ciklus vége



Csere (X(i),X(min));  Táv(i):=Min-1         


Ciklus vége 
Eljárás vége
Visszaalakítás 


Ciklus i=N-1  -től 1-ig 1-esével


Csere (X(i), X( i + Táv (i))

Ciklus vége

Eljárás vége
Minden kezdőállapot visszaállítható. Más sorrendhez más távolságvektor tartozik.

A távolságvektor elemei faktoriális számrendszerbeli számok. 
Egy permutáció leírható egy faktoriális számrendszerrel, ami N-1 számjegyből áll

Variáció: Az i felírása k alapú számrendszerbe.

Részhalmaz: Az i szám bináris alakjának meghatározása.
Egy véletlen elem előállítása

Variáció: Kombináció + permutáció.

Permutáció: Rendezés tétel módosításával előállítható úgy, hogy egy véletlenszámút cseréljen fel az 1.-vel. Akkor jó, ha minden helyre egyenlő valószínűséggel kerülhet a kiválasztott elem. A rendezés általánosabb megfogalmazása. Keveréssel készíthető.
Keverés


Ciklus i=1  -től N-1  -ig



j := Véletlen(i..N)


Csere ( X(i), X(j) )


Ciklus vége
Eljárás vége
Függvényábrázolás
( µlógia 16 )
Egyváltozós függvények ábrázolása ( µlógia 16 / 15.oldal )
Jelölések:

· OX: Az X=0-hoz tartozó oszlopkoordinátája a képernyőn.

· OY: Az Y=0-hoz tartozó sorkoordinátája a képernyőn.

· NX, NY: X-, illetve Y-irányú nyújtási tényező.
Ahogy jön…

… egymásután a pont, úgy rajzoljuk a képernyőre. Annyit transzformálunk csupán, hogy az origó a képernyő (OX,OY) pontjára essék, s az Y koordinátatengelyt megfordítjuk.

Ez a legegyszerűbb rajzolási módszer, azonban nagyon sok probléma léphet fel használata során. Elképzelhető az is, hogy az ábra nem fér rá a képernyőre, vagy éppen ellenkezőleg, nagyon kis részét használjuk ki.
Képernyőre normálás

Az előbbi problémák kiküszöbölése érdekében most a kirajzolás közben a pontokat normáljuk, mégpedig úgy, hogy a lehető legjobban használjuk ki a képernyőt. A normálás során elmozdulhatnak a koordinátatengelyek, ezért ezek helyét számolni kell az X=0, illetve Y=0 értékekből.

Az előző változathoz képest újabb problémák jelentek meg. Mivel NX és NY különböző lehet, ezért a függvény képe torzult lesz. A normálás miatt az origó elmozdul a kép közepéről, sőt elképzelhető, hogy valamelyik tengely nem lesz rajta a képen.

Elkerülhetjük ezt a nem kívánt effektust, ha a két nagyítási tényezőből a kisebbet használjuk mindkét irányú nagyításra. Ez a megoldás a problémákból egyet megold, vagyis az aránytalanság megszűnik.

Az origó akkor marad a helyén, ha az ábrázolt értékkészlet, illetve értelmezési tartomány is szimmetrikus az origóra. Ezt úgy érhetjük el, ha a függvény értékkészlete, illetve értelmezési tartománya szerint is az abszolút értékekből számoljuk a megjelenítendő tartomány méretét. Az origó helyét itt újra a képernyő méreteiből számolhatjuk.

Most már csak egyetlen probléma maradt, vagyis az egyetlen, gyorsan változó függvények menete a kirajzolt pontok alapján nem túl jól látszik.
Pontok összekötése egyenessel

A függvény menetét az eddigi módszerek nemigen tudták visszaadni. A probléma okozója az volt, hogy a függvény diszkrét pontokból állt, s nem volt folytonos. A legkézenfekvőbb megoldás, ha minden egyes kirajzolt pontot összekötünk az előzőleg kirajzolt ponttal.

Ezzel az ábrázolással a függvény már folytonos görbeként jelenik meg, csupán az lehet csúnya egyes függvényeknél, hogy a képen jelentős törések is látszhatnak.
A pontoknak megfelelő magasságú téglalap rajzolása

Rajzoljunk a kép aljától a függvényértékeknek megfelelő magasságig egy téglalapot. A téglalap értelmezési tartománybeli pontra szimmetrikus, a képernyőn látható lépésköznek megfelelő szélességű legyen. Kifejezőbb, ha a téglalapok egyik éle mindig az X-tengelyen nyugszik.
Tetszőleges pontban kiszámítható függvény

A tapasztalataink az mutatják, hogy sokkal szebb képet kapunk, ha a függvényt elég sűrű felosztás esetén számítjuk ki, s akkor csúnya az ábra, ha csak kevés pontban rendelkezünk róla információval. Erre épül az újabb módszerünk.

Ha a függvényt tetszőleges pontban kiszámítjuk, akkor úgy válasszuk meg az értelmezési tartománybeli pontokat, hogy a szomszédos pontok képei a képernyőn is szomszédos pontban legyenek.
Paraméteres görbék

Vannak olyan görbék, amelyeknél a fenti módszer nem alkalmazható, egy X értékhez ugyanis több Y érték tartozhat. Ilyen például a kör, az ellipszis, stb.

Ezek esetén úgy járhatunk el, hogy az f(x, y)=0 egyenletet átírjuk egy új változó (paraméter) függvényébe: x(t)=f1(t), y(t)=f2(t) alakba.
Kétváltozós függvények ábrázolása ( µlógia 16 / 26.oldal )
Szintvonalas ábrázolás ( µlógia 16 / 27.oldal )
Lényege, hogy adott magasságértékekhez tartozó pontokat valamilyen vonallal összekötjük, s ez a vonalas minta adja meg a magasságeloszlást. Ennél a módszernél felülnézeti képet rajzolunk.

Probléma lehet, hogy a szintvonalak nagyon szögletesek, azaz éles törések láthatók rajtuk. Ez abból adódik, hogy egy négyzetháló szakaszaiból állítjuk össze a képet. Másik baj, hogyha egy pont pár között két vagy több szintvonalnak kellene haladnia, akkor a szintvonalak egymásra érnek, s így a különböző magasságú területek erősen összeolvadhatnak. Ezt viszont az okozza, hogy első elképzelésünk szerint a szintvonalakat a két ismert érték helye között pontosan középen húzzuk.
Színezett szintvonalas ábrázolás ( µlógia 16 / 33.oldal )
Még jobban megkülönböztethetnénk az egyes szinteket, ha különböző színűre festhetnénk őket. Tegyük fel, hogy minden szint olyan, hogy a zárt tartományai tartalmaznak legalább egy ismert pontot is. Ekkor ugyanis lehetőségünk lesz arra, hogy egy elkészült szintvonalas képet az ismert pontokból kiindulva befessünk.
Gradiens ábrázolás ( µlógia 16 / 35.oldal )
Egy másfajta ábrázolás az, amikor minden egyes ponthoz a legnagyobb növekedés irányát határozzuk meg, s ábrázoljuk valamilyen módon.
Színárnyalatos ábrázolás ( µlógia 16 / 36.oldal )
A domborzat visszaadásának másik módja lehet, ha az adott pontbeli magasságot valamilyen globálisabb vizuális jellemzővel szimbolizáljuk, például színnel vagy tónussal. Kifejező ábrát akkor kapunk, ha széles skálája áll rendelkezésünkre a színeknek vagy árnyalatoknak. Minden ponthoz rendeljünk hozzá egy a magasságának megfelelő színárnyalatot.
Pszeudoplasztikus ábrázolás ( µlógia 16 / 38.oldal )
Egy nagyon érdekes ábrázolásban nem az egyes pontok értékei alapján rajzolunk, hanem a pontokban megfigyelt változás alapján. Ekkor olyan jellegű képet kapunk, mint amit akkor láthatnánk, ha a háromdimenziós felülettől valamilyen irányban elhelyeznénk egy fényforrást, s a megvilágítottság fokától függően rajzolnánk. Ebben az esetben a fényforrás irányába néző felületek magas fényűek lesznek, az éppen ellenkező irányba nézők pedig sötétek.
Pontfelhős ábrázolás ( µlógia 16 / 40.oldal )
Ha szerényebb képességű a gépünk, akkor is van módunk a fenti elven megjeleníteni a felületet: csak utánoznunk kell valamiképpen az árnyalatokat. Legkézenfekvőbb, ha az árnyalatoknak pontsűrűséget feleltetünk meg; a sötétebbnek kisebb sűrűségűt, a világosabbnak nagyobbat. Így létre kell hoznunk egy mintázatsorozatot, s a megfelelőt kell az egyes pontokhoz tartozó cellába belerajzolni. Ehhez azonban az összes mintát vagy raszter mintaként vagy mintát rajzoló eljárásként kell tárolnunk, ami kellően memóriaigényes.
Árnyékolt téglalapos ábrázolás ( µlógia 16 / 44.oldal )
Az elkövetkezendő módszerek mindegyikének legfőbb gondja az lesz, hogy miként tüntesse el a nem látszó, úgynevezett takart részeket. Az elsőként tárgyalt eljárás lényege, hogy minden felületbeli ponthoz egy arányos magasságú oszlopot rendel. A takarás problémáját igen egyszerű ötletre építve oldja meg: hátulról előrefelé haladva rajzolja az oszlopokat úgy, hogy kicsit nagyobb oszlopnyit letöröl a háttérből.
Y szerinti függvénymetszetek, tömör testként ( µlógia 16 / 46.oldal )
Ezen eljárás lényege, hogy a felületet mint valahány egymástól független (Y szerinti) függvényt tekinti, melyeket vonalas ábrával jelenít meg. A függvényeket a görbéjük alatti területtel együtt tömör, tehát átlátszatlan lapként szemléli. Itt is a függvény oldalnézeti képét ábrázoljuk. A nem látszó vonalrészek elhagyását azzal oldjuk meg, hogy már ki sem rajzoljuk őket.
X és Y szerinti függvénymetszetek, tömör testként ( µlógia 16 / 48.oldal )
Az előző algoritmus annyiban módosul, hogy minden pontot kössünk össze az előzőleg rajzolt függvény megfelelő pontjával.
X és Y szerinti függvénymetszetek, lepelként ( µlógia 16 / 50.oldal )
Az előző két eljáráshoz képest lényeges filozófiabeli eltérést mutat ez és a következő eljárás. Ugyanis itt a függvények, mint egy háló egyetlen fonalsora képzelendők el.
Festett négyszögek pontnégyesként ( µlógia 16 / 51.oldal )
Az eddigi módszerekkel ellentétben itt úgy oldjuk meg a nem látszó vonalak elhagyását, hogy a takaró lapokkal töröljük le őket.

Hátulról előre haladva rajzolunk minden pontnégyeshez egy-egy négyszöget, a négyszög belsejét töröljük, határvonalát rajzoljuk. 
Itt csupán az okozhat problémát, ha olyan torzult négyszöget kellene ábrázolni, amelynek oldalai a képen egymást metszenék. Ekkor a négyszögrajzolás állhat négy szakasz kirajzolásából, a négyszögtörlést viszont úgy kell megoldani, hogy csak az ilyen furcsa négyszög belsejében levő két háromszöget töröljük.
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